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Ημεπομηνία Παπάδοζηρ 22/4/2010 

Μη Γπαμμικέρ εξιζώζειρ και η μέθοδορ Newton 

Μέρξη ηώξα ζην κάζεκα, κειεηήζακε ηερληθέο γηα ηελ επίιπζε γξακκηθώλ εμηζώζεσλ. Δληνύηνηο, ε 

αιήζεηα είλαη πσο ζηνλ πξαγκαηηθό θόζκν, ε θύζε, δελ είλαη γξακκηθή: ηξαλδίζηνξ ζηα δίθηπα, 

κεηαηόπηζε ζηελ κεραληθή, ε θίλεζε ησλ πγξώλ, θαη  ζηνηρεηώδε κόξηα, θαη πνιιά αθόκε θαηλόκελα. 

Αιιά κελ αλεζπρείηε, δελ ζπαηαιήζαηε ηνλ ρξόλν ζαο. Οη πεξηζζόηεξεο κέζνδνη επίιπζεο κε-

γξακκηθώλ εμηζώζεσλ είλαη επαλαιεπηηθέο θαη ιύλνπλ έλα γραμμικό πξόβιεκα ζε θάζε επαλάιεςε. Η 

εξγαζία απηή αθνξά ηελ πην ζεκαληηθή από απηέο ηηο κεζόδνπο – ηελ κέζνδν Newton.  

Πεπιεσόμενα 

 1. Με-γξακκηθή ζπλάξηεζε κε κία κεηαβιεηή  

 2. Σύζηεκα κε-γξακκηθώλ εμηζώζεσλ  

1. Μη-γπαμμική ζςνάπηηζη με μία μεηαβληηή 

Θα ζέιακε λα δείμνπκε ηελ κέζνδν Newton επηιύνληαο κηα γραμμική εμίζσζε κίαο κεηαβιεηήο:  

 

Βεβαίσο κπνξνύκε λα ιύζνπκε ηελ εμίζσζε ζε έλα βήκα, αιιά αο δείμνπκε πσο ε Newton ηελ επηιύεη 

ζε δύν βήκαηα: 

 Μαληέςηε πνηα κπνξεί λα είλαη ε ιύζε καο, π.ρ., x0=0, πνπ είλαη θπζηθά ιάζνο: 

f(0)=-10.  

 Αλαπξνζαξκόζηε ηελ πξώηε καληεςηά ρξεζηκνπνηώληαο ηελ πξώηε παξάγσγν ηεο 

ζπλάξηεζεο:  

 

Όπνπ x1 είλαη κηα απζαίξεηε ηηκή. Θα ζέιακε ην x1 λα είλαη ε ιύζε, δειαδή, f(x1)=0. Τόηε:  

 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο ηηκέο ησλ f'(x0), x0 θαη f(x0) ζηελ αληίζηνηρε ζπλάξηεζε γπξλάκε πίζσ ζηελ 

αξρηθή εμίζσζε:  

 

http://www.inf.uni-konstanz.de/cgip/lehre/na_08/Lab1/12_NLEq/html/myNLEq.html#%231
http://www.inf.uni-konstanz.de/cgip/lehre/na_08/Lab1/12_NLEq/html/myNLEq.html#%238


Η παξαθάησ εηθόλα δίλεη κηα γεσκεηξηθή εξκελεία απηήο ηεο ηδέαο: 

 

Η ίδηα ηδέα εθαξκόδεηαη θαη ζηελ κε-γξακκηθή πεξίπησζε, π.ρ., γηα λα βξνύκε ην κεδέλ ζε εκηηνληθή 

ζπλάξηεζε, f(x)=sin(x). Παξόια απηά, ν αιγόξηζκνο δελ ζηακαηάεη ζην x1, αιιά επαλαιακβάλεηαη, 

ρξεζηκνπνηώληαο ηηο Δμ. (1) θαη (2) πνπ παξάγνπλ κηα (ελδερνκέλσο ζπγθιίλνπζα) ζεηξά x0, x1, 

x2,...,xk κε f(xk)=0. Η παξαθάησ εηθόλα είλαη θαιύηεξε από ηηο παξαπάλσ 40 ιέμεηο : 

# of iterations: 5 



 

Άζκηζη 1: nlnewton() και ηεηπαγωνική ζύγκλιζη 

Η κέζνδνο  πινπνηείηαη ζηελ ζπλάξηεζε nlnewton() πνπ είλαη δηαζέζηκε ζην . Φξεηάδεηαη 3 

ππνρξεσηηθά νξίζκαηα: δύν ππνινγίδνπλ ηα f(x) θαη f'(x) θαη ηελ αξρηθή x0 πνπ καληέςακε.   

 Η βνήζεηα γηα ηελ ζπλάξηεζε nlnewton() πεξηιακβάλεη έλα παξάδεηγκα γηα ηελ 

αμηνιόγεζε ηεο έθθξαζεο sqrt(2). Τξέμηε απηό ην παξάδεηγκα. Πόζα ζσζηά ςεθία 

παίξλεηε; 

 Τν 4ν πξναηξεηηθό όξηζκα ηεο nlnewton() είλαη γηα κηα ζπλάξηεζε πνπ νξίδεη ν 

ρξήζηεο θαη θαιείηαη ζε θάζε επαλάιεςε. Η ζπλάξηεζε παίξλεη 4 παξακέηξνπο εηζόδνπ: 

αξηζκόο επαλαιήςεσλ, ησξηλό x0, ππνινγηζκέλε dx θαη ην  γηα ηελ κε-γξακκηθή 

ζπλάξηεζε. Έλα παξάδεηγκα ηεο ζπλάξηεζεο, IterFcn.m είλαη δηαζέζηκν ζην eclass. 

Τξέμηε ηνλ παξαθάησ θώδηθα θαη παξαηεξείζηε ηελ ηεηραγωνική ζύγκλιζη:  

format long 

format compact 

f=@(x) x.^2-2; J=@(x) 2*x; x0=1; x=nlnewton(f,J,x0,@IterFcn); 

Ο ΚΩΓΙΚΑΣΣΑΣΔΓΩ: 

     0     1    -1 

   1.000000000000000   1.500000000000000   0.250000000000000 

   2.000000000000000   1.416666666666667   0.006944444444445 

   3.000000000000000   1.414215686274510   0.000006007304883 

   4.000000000000000   1.414213562374690   0.000000000004511 



   5.000000000000000   1.414213562373095   0.000000000000000 
# of iterations: 5 

Άζκηζη 2: οπηικοποίηζη ζύγκλιζηρ 

Τξνπνπνηείζηε ηελ ζπλάξηεζε IterFcn.m, έηζη ώζηε  

 Σηελ 0 επαλάιεςε, λα δεκηνπξγεί έλα δηάγξακκα ηεο δνζκέλεο ζπλάξηεζεο θαη 

δσγξαθίδεη ηελ αξρηθή καληεςηά (x0, f(x0)). Υπόδεημε: ρξεζηκνπνηείζηε ηελ ζπλάξηεζε 

ηνπ  ezplot(f,[x1 x2]) γηα λα θάλεηε ην γξάθεκα ηεο f(x) ζην δηάζηεκα [x1 x2];  

 Σηηο επόκελεο επαλαιήςεηο, αλαπαξηζηά ηηο εθαπηόκελεο γξακκέο ηνπ δηαγξάκκαηνο 

ηεο f(x) ζην x0 πνπ δηαζηαπξώλνληαη κε ηνλ άμνλα x θαη ηελ λέα ηηκή (x1, f(x1)). Τν 

ηειηθό δηάγξακκα ζα πξέπεη λα είλαη ίδην κε ην παξαπάλσ.  

Με ηελ λέα IterFcn(), παξαηεξείζηε ηελ δηαδηθαζία επίιπζεο ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ:  

 f(x)=x.^2-2 ζην δηάζηεκα [0 10] γηα αξρηθέο ηηκέο x0=1,.5,.1,0;  

 f(x)=sin(x) ζην δηάζηεκα [-4 4]. Γνθηκάζηε ηηο πέληε αξρηθέο ηηκέο: 

x0=1.1:.1:1.5. Ο αιγόξηζκνο ζπγθιίλεη πάληα ζην θνληηλόηεξν κεδέλ;  

f(x)=x.^3-3*x.^2+5 ζην δηάζηεκα[-4 4]γηα x0=-3:.1:3 (edu  du aA BAL AM es  esu-e uAM eet 

he  etd  e e uAM u  dAeeud  x0|s). Η ζύγθιηζε γίλεηαη πάληα κε νκαιό ηξόπν; Πνην είλαη ην πξόβιεκα 

κε ην ζεκείν |0=1?  

 f(x)=sign(x-2).*sqrt(abs(x-2)) ζην δηάζηεκα [0 4] κε x0=1. Η κέζνδνο  

ζπγθιίλεη;... απνθιίλεη; Γηαηί; 

Ο ΚΩΓΙΚΑΣΣΑΣΔΓΩ: 

Άζκηζη 3: μέθοδορ secant 

Παξόιν πνπ ε κέζνδνο  έρεη αμηνζεκείσηεο ηδηόηεηεο ζύγθιηζεο, έρεη έλα κεγάιν κεηνλέθηεκα: κπνξεί 

λα είλαη αξθεηά αθξηβή, θαζώο ν ππνινγηζκόο ηεο παξαγώγνπ ηεο ζπλάξηεζεο ζε θάζε βήκα κπνξεί 

λα είλαη δύζθνιν εάλ όρη αδύλαην. Δίλαη πάληα εύθνιν λα πξνζεγγίζνπκε ηελ παξάγσγν αξηζκεηηθά 

κε πεπεξαζκέλεο δηαθνξέο ρξεζηκνπνηώληαο έλα κηθξό βήκα h:  

 

Δληνύηνηο, απηή ε πξνζέγγηζε είλαη αθόκε αθξηβή γηαηί απαηηεί ηνλ πξόζζεην ππνινγηζκό ηεο 

ζπλάξηεζεο, f(x+h). Η κέζνδνο  αλαπαξηζηά κηα θζελόηεξε (αιιά ιηγόηεξν θαιή) ελαιιαθηηθή πνπ 

αληηθαζηζηά ηελ παξάγσγν κε πεπεξαζκέλε δηαθνξά πνπ βαζίδεηαη ζηηο δύν πην πξόζθαηεο 

επαλαιήςεηο πνπ είλαη δηαζέζηκεο νύησο ή άισο:  

 

 Υινπνηείζηε ηελ κέζνδν  ζηελ ζπλάξηεζε nlsecant() ηξνπνπνηώληαο ηνλ θώδηθα 

nlnewton(). Η ζπλάξηεζε ζαο ζα απαηηεί κόλν 2 ππνρξεσηηθά νξίζκαηα: ηελ ζπλάξηεζε  

θαη ην ζεκείν εθθίλεζεο.  



 Δθαξκόζηε ηελ nlsecant() ζηελ ζπλάξηεζε ηεο πξνεγνύκελεο άζθεζεο. 

Σπγθξίλεηε ε ζύγθιηζε κε απηή ηεο nlnewton() ? 

Ο ΚΩΓΙΚΑΣ ΣΑΣ ΔΓΩ: 

Άζκηζη 4: MATLAB fzero() 

Η ζπλάξηεζε ηνπ  fzero() βξίζθεη ην κεδέλ κηαο θιηκαθσηήο ζπλάξηεζεο κε έλαλ ζπλδπαζκό ησλ 

κεζόδσλ , bisection θαη inverse quadratic interpolation. Γε ζα δνύκε ηηο ιεπηνκέξεηεο ησλ δύν 

ηειεπηαίσλ πξνζεγγίζεσλ, αιιά παξαηεξείζηε πσο απηέο κπνξεί αλ είλαη ζηαζείο:  

 edu fzero(f,x0) γηα λα βξείηε ην sqrt(1) κε ζεκεία εθθίλεζεο x0=10 θαη x0=11.  

YOUR CODE HERE: 

2. Σύζηημα μη-γπαμμικών εξιζώζεων 

Δθηόο από ηελ απιόηεηα, ε νκνξθηά ηεο κεζόδνπ  έγθεηηαη ζην γεγνλόο ηεο εύθνιεο γελίθεπζεο από 

ηελ θιηκαθσηή ζπλάξηεζε κηαο κεηαβιεηήο ζε έλα ζύζηεκα n εμηζώζεσλ κε n κεηαβιεηέο. Οη Δμ .(1) 

θαη (2) δελ αιιάδνπλ: ηα x θαη f(x) γίλνληαη n - δηαλύζκαηα:  

 

 

θαη ε παξάγσγνο f'(x) αληηθαζίζηαηαη κε ην πνιπδηάζηαην αλάινγν - έλα n-επί-n Jacobian πίνακα 

J(x):  

 

Η Δμ ( .1 ) γίλεηαη εμίζσζε πηλάθσλ: 

 

Όπνπ ε Δμ. (2) παξακέλεη άζηθηε. 

Άζκηζη 5: πολςδιάζηαηη μέθοδορ Newton 

 Τξνπνπνηείζηε ηελ ζπλάξηεζε nlnewton.m γηα λα βξίζθεη ην κεδέλ κηαο ζπλάξηεζεο 

κε δηαλύζκαηα. Υπόδεημε: ρξεηάδεηαη λα ηξνπνπνηήζεηε δύν γξακκέο κόλν.  

 Η βνήζεηα ηνπ nlnewton() πεξηιακβάλεη έλα παξάδεηγκα εθαξκνγήο ηεο κεζόδνπ  

γηα ζύζηεκα κε-γξακκηθώλ εμηζώζεσλ 2-επί-2. Διέγμηε ηηο ζπλαξηήζεηο ζαο ζε απηό ην 

παξάδεηγκα. Γνθηκάζηε δηαθνξεηηθά αξρηθά δηαλύζκαηα, π.ρ. ,x0=[1 2]' . 

 Τη θάλεη ε κέζνδνο  γηα:  

 



 

Ο ΚΩΓΙΚΑΣ ΣΑΣ ΔΓΩ: 

 

Άζκηζη 6: μέθοδορ Newton 

Καζέλα από ηα παξαθάησ ζπζηήκαηα κε-γξακκηθώλ εμηζώζεσλ κπνξεί λα παξνπζηάδνπλ θάπνηα 

δπζθνιία ζηνλ ππνινγηζκό ηεο ιύζεο. Φξεζηκνπνηήζηε ηελ ζπλάξηεζε nlnewton() γηα λα επηιύζεηε 

ηα ζπζηήκαηα γηα ην δνζκέλν ζεκείν εθθίλεζεο. Ο κέγηζηνο αξηζκόο ησλ επαλαιήςεσλ λα είλαη 111. 

Σε κεξηθέο πεξηπηώζεηο, ε δηθή ζαο –ζπλάξηεζε κπνξεί λα απνηπγράλεη θαη λα κελ ζπγθιίλεη ή κπνξεί 

λα ζπγθιίλεη ζε έλα άιιν ζεκείν θαη όρη ζηελ ιύζε. Όηαλ απηό ζπκβαίλεη, πξνζπαζήζηε λα εμεγήζεηε 

ηνλ ιόγν απηήο ηεο ζπκπεξηθνξάο.  

a) 

 

 
b) 

 

 

 
c) 

 

 

 

 
d) 

 

 
e) 

 

 

 

Άζκηζη 7: Newton vs. Breuden 

Σην ηέινο ηεο άζθεζεο ζα βξείηε ην πξόγξακκα ηνπ  πνπ πινπνηεί ηελ μέθοδο  Breuden. Δίλαη κηα 

πνιύ-δηάζηαηε παξαιιαγή ηεο κεζόδνπ  

 Υινπνηείζηε ηελ κέζνδν LAuesut  ζηελ ζπλάξηεζε nlbreuden().  Φξεζηκνπνηείζηε 

ηνλ ηαπηνηηθό πίλαθα ζαλ αξρηθή πξνζέγγηζε ηνπ πίλαθα .  

Θεσξείζηε ην παξαθάησ ζύζηεκα κε-γξακκηθώλ εμηζώζεσλ: 

 

 

 Δπηιύζηε ην ζύζηεκα ρξεζηκνπνηώληαο ηελ κέζνδν  κε ζεκείν εθθίλεζεο x0 = [-1, 

1.4]'.  



Δπηιύζηε ην ζύζηεκα ρξεζηκνπνηώληαο ηελ κέζνδν  κε ην ίδην ζεκείν εθθίλεζεο. 

Σπγθξίλεηε ηνπο ξπζκνύο ζύγθιηζεο ησλ δύν κεζόδσλ ππνινγίδνληαο ην ζθάικα ζε θάζε επαλάιεςε, 

δεδνκέλεο ηεο αθξηβήο ιύζεο x = [0, 1]'. Παξάγεηαη έλα γξάθεκα ηεο 2-λόξκαο ηνπ ζθάικαηνο σο 

πξνο ηνλ αξηζκό ησλ επαλαιήςεσλ ηεο θάζε κεζόδνπ.  

Πόζεο επαλαιήςεηο ρξεηάδεηαη θάζε κέζνδνο γηα λα επηηύρεη αθξίβεηα (  ); 

 
 

function y = broyden ( F, J, x0, TOL, Nmax ) 

 

%BROYDEN      solve the system of nonlinear equations F(x) = 0 using  

%             Broyden's method 

% 

%     calling sequences: 

%             y = broyden ( F, J, x0, TOL, Nmax ) 

%             broyden ( F, J, x0, TOL, Nmax ) 

% 

%     inputs: 

%             F       vector-valued function of a vector argument which 

%                     defines the system of equations to be solved 

%             J       matrix-valued function which computes the Jacobian  

%                     associated with the function F 

%             x0      vector containing initial guess for solution of  

%                     nonlinear system 

%             TOL     convergence tolerance - applied to maximum norm of 

%                     difference between successive approximations 

%             NMax    maximum number of iterations to be performed 

% 

%     output: 

%             y       approximate solution of nonlinear system 

% 

% 

%     NOTE: 

%             if BROYDEN is called with no output arguments, each  

%             approximation to the solution is displayed 

% 

%             if the maximum number of iterations is exceeded, a meesage 

%             to this effect will be displayed and the current approximation  

%             will be returned in the output value 

% 

 

Fold = feval(F,x0)'; 

Jold = feval(J,x0); 

A0 = inv ( Jold ); 

dx = -A0 * Fold; 

x0  = x0 + dx; 

if ( nargout == 0 ) 

        disp ( x0' ) 

end 

 

for i = 2 : Nmax 

    Fnew = feval(F,x0)'; 

        dy = Fnew - Fold; 

        u = A0 * dy; 

        v = dx' * A0; 

        denom = dx' * u; 

        A0 = A0 + ( dx - u ) * v / denom; 

        dx = -A0 * Fnew; 



    x0 = x0 + dx; 

         

        if ( nargout == 0 ) 
           disp ( x0' ) 

        end 

         

        if ( max(abs(dx)) < TOL )  
           if ( nargout == 1 ) 

              y = x0; 

           end 

           return 

        else 

           Fold = Fnew; 

        end 

         

end 
 

disp('broyden error: Maximum number of iterations exceeded'); 

if ( nargout == 1 ) y = x0; end; 

 
 


